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Schreiben Sie bitte Ihre Losung in die vorgegebenen Leerzeilen des Aufgabenblattes
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Rechnen Sie auf mindestens fiinf genaue Ziffern (das sind nicht notwendigerweise
fiinf Nachkommastellen) im Endergebnis.!

Eine Aufgabe wird nur dann gewertet, wenn der Losungsweg klar zu erkennen ist.

Klausuren, die unleserlich sind, werden nicht bewertet. Das gleiche gilt, wenn Sie
mit Bleistift schreiben.

. Nur nicht-programmierbare Taschenrechner sowie ein Worterbuch ohne handschrift-

liche Eintrage sind zugelassen.

Diese Klausur enthalt ohne Deckblatt 10 Seiten (davon 2 Schmierblatter am Ende).

Und nun viel Erfolg ...

IIst das exakte Ergebnis beispielsweise 113.941,7234, dann bedeutet eine Genauigkeit auf finf Ziffern
113.940.
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Aufgabe 1 (6 Punkte) Betrachten Sie Giiterbiindel mit jeweils zwei Giitern X = (Xp, X1)
(mit Xo, X1 > 0) und folgende Nutzenfunktion

U(X) = Xo + X1.

Prifen Sie, ob die folgenden Nutzenfunktionen ebenfalls die gleiche Préiferenz re-
prasentieren:

(@) U*(X) = X3 + X3,

Losung: NEIN.

Gegenbeispiel:
2 2 1
X = (gy g)lY - (1;1)
2 2 4 1 1
U(X)—§+§—§>U(Y)—1+Z—lz
2 2 8 1 1
* _ (52 22 2 * 12 )2 1 —
U (X)—(3) +(3) 9<U (Y)=1 +(4) 116

(b) U*(X) = —x% - x%-

Lésung: NEIN.

Gegenbeispiel:
X =(1,4);Y =(2,2)
UX)=1+4=5>U(Y)=2+2=4
1 1 1 1 1
* _ - _t__1= * _ -t __
U*(X) = 11 14<U(Y) 5" 5 1
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Aufgabe 2 (8 Punkte) Betrachten Sie Giiterbiindel mit jeweils zwei Giitern X = (Xp, X1)
und folgende Praferenzrelation fiir dieses Giiterbiindel

XzY:<= (Xo=Ypoder X; = Yy) und (Xop = Y; oder X; = Y1) (1)
Priifen Sie die Giiltigkeit der Vergleichbarkeit und Transitivitat und zeichnen Sie die
Bessermenge.
Losung: Vergleichbarkeit: Ja. Transitivitat: Ja.

Aus (1) folgt:

X>Y:= (max(X) = Yp) und (max(X) = Y;)
bzw.

X>Y:—= max(X) = max(Y)

Es existiert die Nutzenfunktion U(X) = max(X). Daraus folgt, dass die Praferenzre-
lation die drei Axiome erfiillen muss.
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Aufgabe 3 (8 Punkte) Betrachten Sie zwei Wertpapiere mit identischen Preisen, welche
folgende (unsichere) Zahlungen generieren:

w N

X=1 2 |, Y =
4 1

Die Wahrscheinlichkeiten der Zustidnde seien (%, %, %). Welches Wertpapier wird ein
Investor wéahlen, der eine monotone und konkave Nutzenfunktion besitzt? Warum?
(Nutzen Sie dazu, falls notwendig, das folgende Gitter.)

Losung: Der Investor wird Y wahlen, denn Yssp > X liegt vor.

wir betrachten einen Punkt t* (als Obergrenze des Integrals). Wir haben nun fiinf
Félle zu unterscheiden.

Beginnen wir mit dem ersten Fall t* < 1

t* t* t* t*
Fy (t)dt — Fx(t)dt=0-0=0 = Fy(t)dt = Fx(t)dt
0 0 0 0

Fiir den zweiten Fall 1 < t* < 2 haben wir

t* t*

Fy(t)dt — Fx(t)dt = (0 + l(t* -1)) - (0 + l(t* -1))
0 0 4 2

t* r*
- —%(t* - 1)<0 = Fy(t)dt < Fx(t)dt
0 0

Fur den dritten Fall 2 < t* < 3 haben wir
t*F (t)dt — t*F (tH)dt = 1 + (i(t* -2) - §(t* -2))
o ¥ 0o X T4 g 4
1 t* t*
- <0 = Fy (t)dt < Fx(t)dt
4 0 0

Fiir den vierten Fall 3 < t* < 4 haben wir

t* t*

Fy(t)dt — Fx(t)dt = 1 +((t* =3) - §(t* -3)
0 0 4 4

t* t*

= l(t* -4)<0 = Fy (t)dt < Fx(t)dt
4 0 0
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Fiir den letzten Fall t* > 4 haben wir

t* t*

o Fy(t)dt — o Fx()dt =0+ ((t* —4) — (t* - 4))

t* t*

=0 = . Fy(t)dt = o Fx(t)dt

Zusammengefasst:

t* t*
vi* Fy(t)dt < Fx(t)dt = Yssp > X
0 0

Aufgabe 4 (8 Punkte) (a) Nennen Sie eine Erwartungsnutzenfunktion mit konstanter ab-
soluter Risikoaversion. Beweisen Sie, dass diese Funktion tatsachlich vom CARA-
Typ ist.

Losung: u(x) = —e % fir a>0

uRx)=-e®™.(—a)=a-e ™
u' (x) =ae ™. (-a) = —a® - e X
" 2 —ax
u’ (x —-ac-e
ARA = — ():— = g = const.
u'(x) a-eax

(b) Nennen Sie eine Erwartungsnutzenfunktion mit konstanter relativer Risikoaver-
sion. Beweisen Sie, dass diese Funktion tatsdchlich vom CRRA-Typ ist.

Losung: u(x) =In(x) x#0

u (x) =x7t

u’(x) = -1-x2
144 _ . -2

RRAz—u (x) -x=—17X-x=1=const.
u’ (x) x—1
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Aufgabe 5 (30 Punkte) Sie haben 10.000 € geerbt und mochten das Geld auf dem Kapi-
talmarkt fiir ein Jahr anlegen. Der Kapitalmarkt ist perfekt. Folgende Anlageformen
stehen zur Verfiigung:

Dax Index Sparbuch Das ,Dax Index Sparbuch® bietet einen Garantiezins von 1, 5%
pro Jahr. Steigt der Dax-Index von einem jahrlichen Stichtag zum néchsten, so
wird der Anleger zusatzlich zu % an der prozentualen Kurssteigerung (Rendite)
beteiligt. Ist der Kurs gefallen, so bekommt der Anleger nur den Garantiezins.
Gehen Sie vereinfachend davon aus, dass die Dax-Rendite in einem Jahr auf
dem Interval [-50%, 50%] gleichverteilt ist.

Normales Sparbuch Das Sparbuch bietet eine feste Verzinsung in Héhe von 2,5%
pro Jahr.

Fall I: Die zwei mogliche Anlageformen schlieRen sich aus. Sie haben eine Erwar-
tungsnutzenfunktion der Form

UX) = VX,
wobei X die Rendite bezeichnet.

I.1 Welche Anlageform wahlen Sie ? Warum? (8 Punkte)

Lésung:

Nutzen des normalen Sparbuches :

U(2,5%) =+/2,5% = 0,1581

Erwartungsnutzen des Dax Index Sparbuches :

1
Dichte: f (X) m

0,5
E[UX)]—J +v0,015-1 - dt+J ,/0015+ft 1-dt

[0,12247t] [(0,015 + 2t)3]
~0,5 3 0

=0,0612 +0,203748 = 0,26499

Man wahlt die Anlageform Dax Index Sparbuch.
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.2 Was fiir eine Verzinsung muss das normale Sparbuch bieten, damit Sie zwischen
den beiden Anlageformen indifferent sind? (4 Punkte)

Losung:
UX)=/X=0,26499 = X =0,07022 =7,022%

Fall II: Die zwei mogliche Anlageformen schliefen sich nicht aus. Sie haben eine

Nutzenfunktion der Form
U(X)=E[X] - %Var[X],

wobei X jetzt das Vermégen bezeichnet.

II.1 Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Rendite des ,Dax Index
Sparbuchs*. (6 Punkte)

Lésung:

1
Dichte: f(X) = —~ 1
ichte: £(X) = <55 —"50%)

0,5

2
E[rpaxsparbuch] = 0,015 + 4[0 gt -1-dt

= 0,015+ 0,0833
=0,0983

0 0,5
Var|[rpaxsparbuch] = J 0,015% -1 -dt + J (0,015 + %t)2 -1-dt-0,0983°
-0,5 0

0,5
= [0,000225t]% 5 + IO (0,015% + 0,02 - t + (%t)z) -1 -dt -0,09832
0,5 0,5 0,5

= [0,000225t]° s + | 0,015%dt + o,ozmuj (%t)zdt—0,09832
’ 0 0 0

0 05 ) 0,5 4 3 0,5 )
= [0,000225¢)%,5 + [0,000225¢]g” + | 0,01¢% | * +| 5=t | ~0,0983

= 0,000225 + 0,0025 + 0,0185185 — 0,00966
=0,0115835
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I1.2 Angenommen, die Rendite des ,Dax Index Sparbuchs* hat einen Erwartungs-
wert von 20% und eine Varianz von 0,02, Formulieren Sie Ihr Entscheidungs-
problem. (6 Punkte)

Losung (Variante A): Nutzen Funktion: U(X) = E[X] - 3Var[X].

X bezeichnet jetzt das Vermogen. Y! das normale Sparbuch und Y? das Dax-
sparbuch. Fiir jeden angelegten Euro zahlt Y! nach einem Jahr (1 + 0,025) -
1 = 1,025 Euro aus, die entsprechende erwartete Auszahlung von Y2 betragt
E[Y?] = (1 + E[rpaxsparbuch]) -+ 1 = 1,2. Die Varianz von Y? betrdgt dann
Var(Y?] =Var[(1 + YDaxsparbuch) - 1] = Var[rpaxsparbuch]] = 0,02

Sei x der Betrag den Sie in das Daxsparbuch investieren, dann ist (10000 — x)
der Betrag, den Sie in das normale Sparbuch investieren. Denn es gibt hier kein
Sattigungsproblem.

Portfolio: X = (10000 — x) - Y! + x - Y2

E[X] = E[(10000 — x) - Y +x - Y?]
= (10000 — x) - 1,025 + 1, 2x
= 10250 + 0,175x
Var[X] =Var[(10000 —x) - Y! + x - Y?]

2
=x“Var| T’Daxsparbuch]

=0, 02x2

Damit ist das Entscheidungsproblem

max U(X) = 10250 + 0,175x — 0,01x?2

Oder Losung (Variante B):

Sei x; der Betrag, den Sie in das normale Sparbuch und x» der Betrag, den Sie
in das Daxsparbuch investieren.

Portfolio: X = x1 - Y! + x5 - Y2
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E[X]=E[x;-Y'+xp-Y?]
=1,025x71 + 1,2x»
Var[X] = Var[x; - Y +x» - Y?]
= x*Var[paxsparbuch]

=0, 02x2

Damit ist das Entscheidungsproblem

max U(X) = 1,025x7 + 1,2x2 — 0,01x3
NB : X1 + x2 = 10000 (kein Sattigungsproblem)

I1.3 Ermitteln Sie die optimale Anlagestrategie (Ubernehmen Sie die Werte von Auf-
gabe IL.2). (6 Punkte)

Losung (Variante A):

max U(X) = 10250 + 0,175x — 0,01x?2
U (X)
ox

=0,175-0,02x =0

x = 8,75 (Investition in Daxsparbuch)

10000 — x = 9991,25 (Investition in normales Sparbuch)
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Schmierblatt Nr. 1
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Schmierblatt Nr. 2
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