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8. Effiziente IP-Modellformulierungen

EinfUhrendes Beispiel

® Es wird eine Restriktion x; + x, <2y betrachtet, wobei 0 < x,, x, <1 reelle
Variablen und y eine 0-1-Variable ist
= sty =0, so miissen x, und x, ebenfalls 0 sein
= Isty=1, so konnen x,, X, beliebige Werte in ihrem zuliissigen Bereich annehmen
® Wir betrachten die LP-Relaxierung, d.h. y reell mit y < 1; dann gilt
= Istin der LP-Losung y*=0,5, so fiihrt dies zu keiner bindenden Restriktion fiir x,, x,
= Man bezeichnet die LP-Relaxierung als schwach
® Alternativ konnte die Restriktion x, + x, < 2y disaggregiert formuliert
werden, d.h. x; <y, x, <y
= Bei dieser Formulierung folgt aus y*=0,5 x,,x, < 0,5
= Man bezeichnet dies als eine schirfere LP-Relaxierung
® Im Branch-and-Bound-Algorithnus spielt die ,,Schiarfe* der LP-Relaxierung
eine wichtige Rolle, denn sowohl iiber
den Zielfunktionswert als auch iiber
Unzulissigkeit bzw. Integralitit
eines Teilproblems werden
Teilbdume in der Suche
eliminiert

x1

schwache LP-Relaxierung scharfe LP-Relaxierung




Schirfe der LP-Relaxierung eines IP-Modells

® Beim Einsatz von Branch-and-Bound bzw. Branch-and-Cut-Algorithmen
wird an jedem Knoten die LP-Relaxierung gelost

® Da eine optimale Losung eines LP-Modells an einer Ecke zu finden ist, spielt
die ,,Schiirfe* der LP-Relaxierung eine wichtige Rolle

® Im Idealfall ist der zuléssige Bereich die konvexe Hiille der ganzzahligen
Gitterpunkte, d.h. das Polyeder mit den Ecken PQRSTUV

® leider ist die Ableitung von Cuts zur P2
Bestimmung der konvexen Hiille von gleichem
Schwierigkeitsgrad wie die Losung des IP

® Eine Modellformulierung M2 heif3t scharfer
als eine Modellformulierung M1, wenn fiir die
zulassigen Bereiche Z(M1) und Z(M2) gilt
Z(M2) ¢ Z(M1), (c strikte Inklusion) 7

® Eine Konsequenz ist unmittelbar, dass fiir die ZF-Werte der zugehorigen LP-
Relaxierungen bei Minimierung gilt: z(LP(M1)) < z(LP(M2))

® Als grobe Faustformel gilt (Minimierung):

= liegt der ZF-Wert einer optimalen IP-Losung hochstens 3% iiber dem optimalen ZF-

Wert des Ausgangs-LP, dann ist die [P-Modellformulierung akzeptabel
= Mit hoher Wahrscheinlichkeit ist das IP in akzeptabler Zeit 16sbar

Beispiel eines einfachen IP-Modells

® Gegeben ist folgendes IP-Modell
Max 4x, - 6X, +8X,
4X,-3X, +2X, <4
X;, X, 0-1-Variablen, x, reelle Variable,0 < x, <1
® Die optimale Losung der LP-Relaxierung lautet:
z(LP) =10, x,=1, x,=0, x,=0,5 und ist nicht ganzzahlig
® Folgende Uberlegungen fithren zu einer schirferen LP- Relaxierung :
* Aus x, = 1 folgt, dass die rechte Seite = 7 ist und die Restriktion damit redundant wird;
also kann der Koeffizient -3 fiir x, ohne Konsequenzen auf -2 verindert werden
* Aus x,=0 folgt fiir die modifizierte Restriktion, dass sie redundant wird; also kann der

Koeffizient fiir x, von 4 auf 2 reduziert werden, wobei die rechte Seite auf 2 modifiziert
werden muss

® Also hat folgendes IP-Modell die gleichen 0-1-Losungen wie das obige Modell
® Die optimale LP- Relaxierung dieses Max 4x, - 6X, +8X,
modifizierten IP-Modells lautet: 2X, - 2X, + 2%, < 2
z(LP%) =8, x;=1, x,=0, x,=0 und ]
ist ganzzahlig; der zulissige Bereich Xy, X, 0-1-Variablen,0 < x, <1
der LP-Relaxierung ist strikt in dem des Ausgangs-Modells enthalten




Verscharfung der LP-Relaxierung bei Fixkostenproblemen

@ in Kapitel 6 wurde das Fixkostenproblem diskutiert: die Kostenfunktion
K(x) ist definiert: K(x) = 0 fiir x = 0; ist x > 0, dann fallen Fixkosten F > 0
und variable Kosten ¢ an, d.h. K(x) =F + ¢ x

® In der betrachteten IP-Modellierung wurde eine 0-1-Variable y eingefiihrt;
die Funktion K(x) ersetzt durch K‘(x,y) = ¢ x + F y; weiterhin wird die
Restriktion x < u y benotigt, wobei u eine obere Schranke fiir x ist

® Es ist extrem wichtig die obere Schranke u
moglichst klein zu wihlen, d.h. eine
realistische obere Schranke u* fiir x zu K(x)
bestimmen

® Grund: in der LP-Losung des relaxierten
Problems mit dem LP-Wert x erhalt
die Variable y den Werty=x/u

® K‘x,y)=(c+F/u)x

® Wenn u sehr grof ist, dann werden die
Fixkosten vom LP ignoriert und y ist fraktionell oder 0, wenn x =0

Disaggregierte Formulierungen

® Eine hiufig vorkommende Modellierungssituation betrifft Variablen x; (reell
oder ganzzahlig), mit oberen Schranken u;, die durch eine 0-1-Variable
gesteuert werden:

schwacheFormulierung; ij < (Z u;)y, wobei u,obere Schranken fir x; sind
jedi jedi

scharfe Formulierung:  x; <uyy, jeJ;

® Spezialfall: die x; sind 0-1-Variablen und der Koeffizient fiir y ist die negative
Kardinalitat der Menge J;; x; <Yy ist dann die scharfe Formulierung

® Xy, 2|)|y=y,2y,ied,ist eine schirfere Formulierung

® Aufsummierung von Variablen

= Manchmal werden Modelle mit aufsummierten Variablen formuliert, die im Prinzip
redundant sind, jedoch fiir Auswertungen in das Modell aufgenommen werden:

schwache Formulierung : x = ij, x <uy,y0-1-Variable und u obere Schranke
jedi

scharfe Formulierung : x; < u,y, wobei u; eine (kleinere) obere Schranke flr x; ist




Verschirfung der LP-Relaxierung durch Schnittebenen

® Gegeben ist folgendes IP-Modell:

Max 18x, +14Xx, LP- Lésung = 30,2
10%, + 7X, <16 X, X, € {0,1} X,=0.9, X,=1
® Losung durch Branch& Bound:
X,
N

;0] [ IP- Losung = 18 ]

® Gultige Schnittebene (valid inequality) ist eine Restriktion die ! ™~
= explizit nicht im Modell vorhanden ist
= Keine zulissige Integer-Losung des IP-Modells abschneidet
= Die Losung der LP-Relaxierung abschneidet

@ Eine giiltige Schnittebene fiir das Beispiel ist:

LP- Losung = IP- Losung = 18
X +X, <1 %=1, X,=0

® Mit ihr ist in diesem Fall die Losung der LP-Relaxierung ganzzahlig

IP-Preprocessing in MOPS

() Anwendung von Techniken um die ‘ Calculate lower and upper i)ounds L and U for all rows I
LP RelaXlerung zu VerSCharfen *ﬁ feasibility and redundancy tests, fixing of variables I
= Jogische Tests fiir 0-1-Variablen i
* Bound Reduktlon‘_ ‘ logical tests, bound reduction on continuous and integer variables I
= Redundanztests fiir 1
Restrlk.tlonen . ‘ constraint inactivation, duality tests I
= Koeffizientenreduktion )
* Bestimmun von Cliques und ‘ identification of cliques I
Implikationen 1
" Ablel_tun_g von Cllques und ‘ probing and construction of implication table I
Implikationen Cuts 1
" Ableltung von Cover, FlOW, ‘ simple and optionally extended coefficient reduction I
MIR und Gomory Cuts
® Damit konnen einige der | LP_postoptimization ]
vorgestellten Probleme Y
automatisch behoben werden constraint generation of cover, clique, implication, gomory,
. . mixed integer rounding and flow cuts
® Trotz dieser Techniken S | : b
spielt die Modell-

LP-postoptimization I

formulierung noch eine
wichtige Rolle




Disaggregation an einem praktischen Beispiel

® Es wird eine Variante des Problems von Kapitel 7 betrachtet:

= dieses praktische Problem trat bei einem Planungsproblem bei Frito Lay
(http://www.fritolay.com) auf und ist in Man. Science 24 (1978), 1622 genauer
beschrieben wird

= Gegeben sind Produktionsstitten, Zentralliger und Bedarfsregionen

= Ferner Produktionskapazititen, Produktions-, Transportkosten der Artikel im
Netzwerk, weiterhin der Bedarf jeder Bedarfsregion im Planungshorizont pro Artikel

= gefragt sind:
die Transportmengen x(w,z,i) von Fabrik w zu Zentrallager z von einem Artikel i
Die Transportmengen t(z,u,i) des Artikels i von znachu, ze Z, ie |
die Zuordnung der Bedarfsregionen y(z,u) zu genau einem Zentrallager, d.h. y(z,u) =1,
wenn Bedarfsregion u von ZL z beliefert wird, 0 sonst x(W,z,i) t(z,u,i)

= Die Indizes und Daten sind in Kapitel 7 definiert

Fabrik Zentrallager Bedarfsregionen

Disaggregation an einem praktischen Beispiel (2)

® Es werden nur die wichtigsten Restriktionen der urspriinglichen
aggregierten Modellformulierung (MA) und der disaggregierten
Modellformulierung (MD) betrachtet

® Die aggregierte Modellformulierung Gemeinsame Teile fur (MA) und (MD)
basiert auf folgenden Restriktionen > x(w, z,i) <k(w,i),weW,iel,

zeZ

aggregierte Modellformulierung (MA) Z X(w,z,)-2t(z,u,i)=0zeZ i<l

>t(z,u, i):(Zb(u, i) y(z,u),zeZ,ueU  Xt(z,u,i)=b(u,i)uel,iel

zeZ

s e . . z,u)=LueU
® Die disaggregierte Formulierung hat ZEZZY( ) €

Tausende von Restriktionen mehr: x(w,z,i)>0,weW,zeZiel,

iel

disaggregierte Modellformulierung (MD)  t(z,u,i)20,zeZ,ueU,iel
t(z,u,i)=b(u,i)y(z,u),ze Z,ueU,iel y@zu)edlueU,zez
® fiihrte jedoch zu einer schnellen Losung (1,5 Min.) wihrend die aggregierte

Modellformulierung auch nach 20 Stunden keine Losung ergab

® Interessant war, dass keine der konsultierten Universititen den Fehler in der
Modellformulierung bemerkte und andere Software empfahl




Vereinfachtes IP-Modell zur Losgroflenplanung

® Es wird ein Losgrofienplanungsproblem mit einem Produkt betrachtet
= Indizes und Indexmengen: t Periode, t € T
= Konstanten

b, Bedarf des Produktes in Periode t [ME]
f; fixe Riistkosten fiir Produktion [GE]
h, Lagerhaltungskosten [GE/ME]
p, variable Produktionskosten [GE/ME]

* Kontinuierliche Variablen
I, Lagerbestand des Produktes am Ende der Periode t
x, Produktionsmenge des Produktes in Periode t
(0-1)-Variablen: y,= 1 falls in Periode t produziert wird, 0 sonst

® Modell
Min ) (f,y,+hJ, +p.x,)

teT
T

x, <Yy, Z b,,teT,

t=1
I_,+x,—-1,=b,teT
Iy=1;=0,1,20,x,20,y, e {0,1},teT

Verbessertes IP-Modell zur Losgrofienplanung

.

® Kritisch ist der zu hohe Wert fiir die Summe des Bedarfs Z b, zur
Einhaltung der Fixkosten-Funktion t=1

® In ciner verbesserten Formulierung werden Variablen z;, definiert, ieT,t>i

® z, ist diejenige Produktionsmenge in Periode i, die den Bedarf in Periode t>i
decken soll T

® Jetzt gilt also X, = Zzit

t=i

® Mit den neu definierten Variablen kann die Losgrofienbedingung viel
schiarfer formuliert werden: z, < b, y,, i,t €T

@ Alle iibrigen Restriktionen bleiben bestehen

® Die Variablen x; konnen durch die Variablen z, im restlichen Modell
substituiert werden

® Obwohl diese Modellformulierung sehr viel mehr Variablen und
Restriktionen aufweist, ist das Modell als IP leichter zu l6sen

® Nur die Losung der LP-Relaxierungen dauert linger; dies wird
iiberkompensiert durch sehr viel weniger Knoten im Branch-and-Bound




MIP-Modell fir kurzfristige Produktionsplanung

® Im Kapitel 7 wurde folgendes Modell zur Produktionsplanung betrachtet:
= Kontinuierliche Variablen
Xj¢ Produktionszeit fiir Produkt j in Periode t |ZE]
ljt Bestand des Produktes j am Ende von Periode t [IME]
= (0-1)-Variablen
r;. = 1, falls auf Produkt j in Periode t umgeriistet wird, 0 sonst

;e = 1, falls in Periode t Produkt j produziert wird, 0 sonst
= [P-Modell

Min EZJ(C}: rjet cht Vit cj\: Xjt C}t 1)

eTje
Xji+ Z; rp<k Y0 V(j€I,teT)
Y ~V¥.n Sries V(jed,teT)

t

ljt= lj0+kz=] (pijjk'bjk), V(jEJ,tGT)
Y ajli <1, Xy, <1, VteT
jed jed
Xt sljt € R+» Fjs yth{O,l},V(jeJ,teT)

® Wir betrachten im folgenden eine Verschirfung der LP-Relaxierung durch
Hinzufiigen von Ungleichungen (Schnittebenen)

Verbessertes Modell

® M. Constantino, A Cutting Plane Approach to Capacitated Lot-Sizing with
Start-up Costs, Mathematical Programming 75, 353-376 (1996)

® Dazu werden logische Bedingungen fiir das Umriisten ausgenutzt

* wenn Produkt j in Periode t nicht produziert wird, so muss z;, = 0 sein, d.h. z;, <yy;,

* Wenn in der Vorperiode Produkt j produziert wurde, so muss z; = 0 sein: z;; <1-y;.,,

= Die vorhergehende Ungleichung kann noch verschiirft werden: entweder es wird in
Periode t auf Produkt j umgeriistet (dann kann in dieser Periode kein anderes Produkt
gefertigt werden) oder es wurde in der Vorperiode Produkt j produziert aber nicht in
Periode t oder es wird auf ein anderes Produkt i (i#j) umgeriistet oder nichts von

alledem: yj(t_1)+rjt+Zi,i¢j(yit_rit)£1’ VijelteT

® Diese Ungleichungen konnen dem Original-Modell hinzugefiigt werden und
fithren zu einer signifikanten Reduktion der entwickelten Knoten im B&C

® Es geniigt nur die y-Variablen als 0-1 zu definieren, wenn alle Riistkosten
positiv sind

® Allerdings zeigen numerische Resultate, dass die urspriingliche Modell-
formulierung wo die Riistvariablen als kontinuierlich definiert wurden, fast
gleich gute Resultate erzeugt!




